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1516 -S1:: Tijelo koje se kotrlja bez klizanja unutar zakrivljene posude (2)

1 Uvod

Zadatak: Tijelo radijusa zakrivljenosti R nalazi se u ravnoteZnom poloZaju na dnu zakrivljene posude u obliku
polu-cilindra radijusa zakrivljenosti Z. Odredite period idealnog harmonijskog gibanja koje nastaje
kotrljanjem tijela nakon sto ga za mali pomak izmaknemo iz ravnoteZnog poloZaja. Pretpostavite da se tijelo
kotrlja bez klizanja, trenje kotrljanja i otpor zraka zanemarite.

Radi slikovitijeg prikaza, bez smanjenja opéenitosti, dok god za moment tromosti piSemo I neizrazen preko
dimenzija tijela, moZemo pretpostaviti da je tijelo, koje se giba u posudi, npr. valjak. Na slici 1 prikazana je

%

skica takvog sustava.

Slika 1: Skica sustava danog u zadatku za slucaj kada je tijelo u posudi valjak

Period titranja

_2n

T (1)

W
mozemo odrediti procjenjujuéi kutnu frekvenciju w nakon sto diferencijalnu jednadzbu, koja opisuje gibanje
danog sustava, svedemo na oblik

i=—-w?x (2)

koji opisuje oscilacije veli¢ine x oko ravnoteznog polozaja. U danom sustavu moZzemo promatrati oscilacije
kuta ¢ jer jednoznacno definiraju polozaj tijela koje se giba unutar posude. Kut ¢ oznacava otklon vektora
poloZaja centra mase (CM) u odnosu na ravnotezni poloZaj kao $to je prikazano na slici 2.

[ o 7

Slika 2: U posudi radijusa zakrivljenosti Z centar mase (CM) tijela promjera 2R giba se po kruzZnici (isprekidana linija) radijusa Z — R.
Pri pomicanju tijela iz ravnoteZnog poloZaja (isprekidano zeleno) za kut ¢, CM prijede luk duljine s.

Jednadzbu gibanja, slicnu izrazu (2), odredit ¢emo na 2 nadina: koriste¢i zakon ocuvanja energije i
promatrajuci ukupni moment sila.
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2 Metoda
2.1 Odredivanje kutne frekvencije preko energije
Prilikom rotacije tijela oko CM-a (slika 2), CM tijela giba se po luku radijusa Z — R. Stoga je ukupna kineticka
energija tijela zbroj translacijskog i rotacijskog doprinosa

E, = %mvz + %192 (3)
gdje je Q) kutna brzina rotacije tijela oko osi kroz CM, I moment inercije (tromosti), m masa tijela te v brzina
translacije CM-a. CM tijela giba se po kruznici radijusa (Z — R) pa pomak tijela iz ravnoteznog poloZaja iznosi

s=(Z-R)e
gdje je ¢ kut koji zatvara radijvektor CM-a s vertikalom. Prema tome CM se giba brzinom
ds do
=—=(Z—-R (—) . 4
vEg s Co PG @
Tijelo se kotrlja bez klizanja pa se CM giba brzinom
v Z—Rydo

:RQ=>.Q=—=——>. >
v R~ R (dt )

Uvrstavanjem (4) i (5) u (3), ukupna kineticka energija postaje
1 dp1> 1 (Z—R do\?
b= im0 1 ),

k zm[( ) dt] *

2’ U R dt
odnosno
1 do 2
_ = —_R)2(ZZ (6)
Ex Zm(1+mR2>(Z R) (dt) '

Kada je tijelo izmaknuto za kut ¢ iz ravnoteznog poloZaja, njegov centar mase pomaknut je vertikalno u
odnosu na ravnotezni poloZaj za visinu (slika 3)

h=(Z—-R)(1 —cosp).

R 0

Slika 3: Pri pomicanju tijela iz ravnoteZnog poloZaja za kut ¢, CM se popne na visinu h koja je jednaka razlici radijusa Rcy = Z — R i
njegove projekcije na vertikalnu os kroz ravnotezni polozaj.

Uzmemo li ravnoteZni poloZaj kao nultu razinu, tada potencijalna energija tijela zbog promjene visine iznosi
E, = mgh = mg(Z — R)(1 — cosp) (7)

Zanimaju nas izrazi za male kutne oscilacije pa éemo razviti cos@ u red i u prvoj aproksimaciji mozemo
zanemariti sve ¢lanove viseg reda, odnosno zadrZati samo prvi (po iznosu najveci) ¢lan koji ovisi 0 @,
2 4 2
o= P %
cosp=1—-—+——"=1——.
2! 4] 2!
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Prema tome ukupna potencijalna energija (7) iznosi

1
E, = Emg(Z — R)¢p?. (8)

Ukupna energija tijela, (6) + (8), iznosi

E=E, +Ek:%m(1+ ! )(Z R)2<d(f) +%mg(Z—R)<p2 (9)

Kako je ukupna energija konstantna (zatvoreni sustav, sile otpora zanemarene), vrijedi

dE
i 10
7 (10)
1 do\ d? (p 1 do
2,
2™ <1+ >(Z R (dt) dt? 2 mg(Z —R)-2: q’(dt) 0
I o dg
1 Z—R . Z—R)—{ =
{( * >( )dt2+g(p} {m( )dt} 0
Kada tijelo izmaknemo iz ravnoteZnog poloZaja ono ne miruje (¢ # 0) pa je prethodni izraz 0 ako vrijedi
I Z(p I
(1+ )(z R)=Z+ g9 =0 (1+—)(z R)
d*¢ g
a2z @ - (11)

(1+#)(Z—R)

U dobivenom izrazu prepoznajemo diferencijalnu jednadzbu koja opisuje gibanje idealnog linearnog
harmonijskog oscilatora (2) pa zakljucujemo kako dano tijelo oscilira kutnom frekvencijom

B g
N J(1+#)(Z—R) (12)

2.2 Odredivanje kutne frekvencije preko momenta sile

Promatrano tijelo u zakrivljenoj posudi giba se po kruZnim putanjama pa je gibanje lakSe promatrati u
cilindricnom polarnom sustavu. Stoga odabiremo referentni sustav ka Sto je prikazano na slici 4.

R o Z
1 \"
1 | ‘-
[T oy
| o —mgeosgp
|
. I
Y
N I
| F
t
- I |
-4 =" 7
| TRgsings 1L COS 2
I
g

Slika 4: Lijevo: jedini¢ni vektori u cilindricnom koordinatnom sustavu. Desno: Sile na tijelo dano u zadatku.

Desno na slici 4. prikazane su sile koje djeluju na tijelo. Najjednostavnije je sve sile rastaviti na komponente
u smjeru jediniénih vektora cilindriénog koordinatnog sustava. Tada komponenta sile teze mg okomita na
putanju iznosi mg cos @ ¢ i jednaka je tezini kojom tijelo okomito pritiska zakrivljenu podlogu. Prema 3.
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Newtonovom zakonu podloga djeluje na tijelo suprotnom silom istog iznosa pa je ukupna sila na tijelo u p
smjeru uvijek 0. Prema tome preostaje promatrati samo djelovanje komponente od mg paralelne (putaniji)
—mg sin @ @ isile trenja ﬁtr koja sprjecava klizanje tijela. Razvijemo li sing u red imamo

1o g3 s

sin¢=f—§+§—--- )

a kako se radi o oscilacijama za male kutove ¢, razvoj mozemo aproksimirati sa
sinp = ¢

pa komponentu sile teZe paralelnu putanji moZzemo aproksimirati sa
—mge@

Tijelo izvodi translaciju pa UKUPNU SILU na tijelo nepromjenjive mase mozemo prema 2. Newtonovom

ZFL =md (13)
i

zakonu napisati u obliku

Fu® —mgepd =md (14)
gdje je linearna akceleracija (centra mase) diska
- e - dz(p A A dzgo ~ ~
azaq)Xp:(FZ)x((Z—R)p):(Z—R)W(pzago. (15)

Iz prethodne 2 relacije slijedi
Fu@ —mgep =map = Fy—mge =ma . (16)
Osim translacijskog gibanja CM-a, tijelo se takoder i rotira oko CM-a. Stog je UKUPNI MOMENT SILE razlicit

0d 0. Vrijedi analogon od (13),
YW= mxE=l1a
i i

(RP) X (Fu®) + mgp(—§) x 0 =1 ap2

RF,2=lap? = Fy= % (17)
gdje je ap kutna akceleracija diska oko njegovog centra mase, dok prethodno koriStena oznaka a,, oznacava
kutnu akceleraciju oko centra zakrivljenosti posude. Njihovu ¢éemo vezu dobiti ako pomocu jedne i druge
izrazimo put koji prelazi CM

d*¢ d’¢p

(Z=R)¢ =R(=¢p) = (Z—~R)— = —R—3" = (Z~R)a, = —Rap.

Negativan je kut (—¢@p) posljedica vrtnje. Dok ¢ ide u smjeru kazaljke na satu, ¢p ide suprotno. Slijedi

Z—R d?%¢
WD =" g

IzraZzavanjem sile trenja iz (17) i uvrStavanjem u (16) dobivamo

(18)

lap _
R~ Mgy =ma.

Nadalje, koristenjem veza (15) i (18), dobivamo
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(1+-—)z-mil=
-z ( )3z = 9%

Sto je ekvivalentno izrazu (11) koji je dobiven drugom metodom, odnosno primjenom dE /dt = 0. Dakle,

kutna frekvencija iznosi

_ g
gl(F==r=r

3 Provjera

Jednakosti kutnih frekvencija (12) i (19) dobivenih razli¢itim metodama idu u prilog tocnosti rjeSenja. Kutnu
frekvenciju, mogli smo alternativno izvuéi i ne koristeéi dE /dt = 0 vec koristeéi opceniti izraz za energiju
linearnog harmonijskog oscilatora

2

d
_x) + Bx?

EzA(dt

iz koje ra€unamo kutnu frekvenciju kaow = \/B% $to bi ponovno rezultiralo istim izrazom. Nadalje,
mozZemo promotriti ponasanje dobivenog izraza kada tijelo aproksimiramo materijalnom to¢kom, kada nema
rotacije i kada zanemarimo trenje klizanja F;, = Opal — 0,dok Z — R — Z = L. Takav je sustav ekvivalentan
modelu matematickog njihala jer djeluju ekvivalentne ukupne sile. U skladu s ocekivanim, uvrs$tavanjem
spomenutih limesa u (19) dobivamo izraz za kutnu frekvenciju matematickog njihala

= 2. (20)

4 Rezultati

Kako bismo ispitali utjecaj oblika tijela na period oscilacija, promotrit éemo oscilacije kuta ¢ prilikom
kotrljanja sfere, valjka i kugle u valjkastoj posudi radijusa zakrivljenosti Z. Momenti tromosti tih tijela dani su

u tablici 1.
1‘ N\ Sfera radijusa /J} Valjak radijusa l‘ N\ Kugla radijusa
L.\ R imasem, R i mase m, L.\J R imasem,

. koja rotira koji rotira oko ’ koja rotira oko
oko sredi$nje uzduzne sredis$nje osi
osiima sredi$nje osi ima moment
moment ima moment tromosti
tromosti tromosti 2

; 2 R2 p 1 Rz 1= ngZ .
3 mR=-. > mR=-.

Tablica 1: Momenti tromosti redom sfere, valjka i kugle prilikom rotacije oko osi koja prolazi centrom mase

Uvrstavanjem momenta tromosti iz tablice 1 u (19) dobivamo redom za sferu, valjak i kuglu

g g 2 5(Z — R)
W= = = Tq=—=21 |———=
2mR? 5. ST w 3g (21)
(1 +W) @-R) (2Z-R) J
21 3(Z—R)
w = ng = 3 Z'g . S TV = Z =27 —Zg ) (22)
(1+ 2mpz) &= B 3@ R )
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w = 2 R = TK——n=2n @ (23)
( stZ (Z — R) 5(Z R) \ 39

Posebno za izbor Z = 7R periodi titranja sfere, valjka i kugle iznose redom

10R 9R 42R
2n |— , 2m|— i 2m |—. (24)
g g 59

Z i R jedine su promjenjive veli¢ine u dobivenim izrazima (21), (22) i (23). Ako izrazimo R preko Z i uzmemo

g = 9.81 ms™2, mozemo promotriti kako periodi ovise o R/Z, npr. za sferu

Ima smisla promatrati vrijednosti R do maksimalne vrijednosti Z kada Sirina tijela odgovara Sirini posude. Za
R > Z relacija (19) nije ni definirana (negativni broj pod korijenom), ali tada tijelo ne bi moglo ni stati u
posudu pa je dobiveni izraz dobro definiran za fizikalno smislene vrijednosti dimenzija tijela i posude.
Medutim, iako je izraz definiran za R = 0 relacije su izvedene uz pretpostavku danu u zadatku da se tijelo
kotrlja pa bi kutna brzina tijela radijusa R = 0 teZila u beskonac¢no. Nadalje zanemareno je trenje kotrljanja
koje bi moglo postati znacajno pri nekim minijaturnim dimenzijama. Stoga ¢emo prikazati na slici 5 kako
periodi sfere, valjka i kugle ovise o R za 0.01Z < R < Z. Zbog vrlo bliskih vrijednosti razlike su uogljivije ako
prikazemo periode u odnosu na najmanji, odnosno Tk.
025 |

IR) = Ts(R) ——
TR) = Ty(R) ——
TR)=TIx(R) ——

<
=
[

0.1

(Zmy'2 [T(R) - T(R)] / 5

0
1072 1/4 1/2 3/4 1

R/Z

Slika 5: Razlike perioda oscilacija sfere Tg(R) i valjka Ty(R) u odnosu na period kugle Tk (R) pri kotrljanju tih tijela unutar
zakrivljene posude prikazane na slici 1

5 Analiza i interpretacija

Ako se tijelo sa slike 1 nalazi u stanju mirovanja na dnu posude (u ravnoteZznom poloZaju), prema 1.
Newtonovom zakonu ne bi se pokrenulo. Ako ga izmaknemo iz ravnoteZnog poloZaja za neki kut ¢, i pustimo,
ukupna bi sila uvijek djelovala na tijelo tako da se ono kotrlja ubrzavaju¢i prema ravnoteznom poloZaju,
odnosno usporavajuéi pri gibanju od ravnoteznog polozaja. Dakle, tijelo bi se ubrzavalood ¢ = ¢, dop =0
zatim usporavalo do i promijenilo smjer u ¢ = —¢@,, pa bi se ubrzavalo do ¢ = 0 i ponovno usporavalo sve
do @ = ¢, jer smo zanemarili sile otpora poput trenja kotrljanja. Dakle, izvodilo bi kutne oscilacije kao Sto
to predvida dobivena diferencijalna jednadzba (11) Cije je rjeSenje, uz pocetni uvjet ¢(0) = ¢, i 9(0) =0,
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@(t) = ¢y cos(wt) .

Momenti inercije sfere, valjka i kugle iste mase i radijusa odnose se redom kao 20: 15: 12. Dakle, najveci je I
od sfere jer njena masa koncentrirana na najvecoj udaljenosti od osi rotacije koja u promatranim sluc¢ajevima
prolazi centrom mase. Omjeri perioda oscilacija spomenutih tijela (21), (22) i (23) odnose se kao
V50:/45:1/42, dakle u istom poretku kao momenti tromosti od veé¢eg prema manjem. Mozemo takoder
uociti kako izrazi (21), (22) i (23) ne ovise o ukupnoj masi ve¢ o korijenu razlike radijusa zakrivljenosti Z — R
pomnozZene s faktorom, oznac¢imo ga y = 1 + y gdje je y omjer momenta tromosti danog tijela i momenta
tromosti mR? tockaste mase m koja rotira na udaljenosti R. Ako promatramo kotrljanje sfere, valjka i kugle
iste mase m i radijusa zakrivljenosti R, najduZzi ¢e period imati tijelo najveéeg momenta tromosti - sfera, nesto
kradi valjak, a najkraéi kugla. Takvo ponasanje vidljivo je i iz prikaza razlika perioda na slici 5. Takoder moZzemo
primijetiti kako su te razlike sve manje i manje sto je R blize Z. Za R — Z period T — 0, oscilacije prestaju jer
se tijelo ne moZe vise kotrljati.
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1516 -S2 :: Oscilacije u neinercijalnom sustavu (1)

6 Uvod

Zadatak: U sustavu, prikazanome na slici dolje, kuglica mase m giba se bez trenja unutar Supljeg valjka, koji
rotira stalnom kutnom brzinom w oko jedne baze tako da je opruga s kuglicom uvijek u horizontalnoj ravnini.
Kuglica je pricvrs¢ena za os rotacije oprugom cCija je konstanta elasticnosti k. Ako kuglicu izmaknemo iz
poloZaja ravnoteZe za d, koliki ¢e biti period osciliranja ovog sustava? Graficki prikaZite kako period ovisi o
k/miw.

MM A RANANS

Slika 6: Skica sustava danog u zadatku

Period titranja (1) mozemo odrediti analogno kao u prethodnom zadatku procjenjujuci kutnu frekvenciju w
nakon sto diferencijalnu jednadzbu, koja opisuje gibanje danog sustava, svedemo na oblik (2) koji opisuje
oscilacije veli¢ine x oko ravnoteznog polozaja. U danom sustavu mozemo promatrati oscilacije udaljenosti
kuglice od ravnoteZnog poloZaja koji se uspostavi nakon Sto se sustav zarotira. Jednadzbu gibanja, slicnu
izrazu (2), odredit ¢emo na promatrajuci ukupne sile koje djeluju na sustav, a Citatelju za vjezbu ostavljamo
pronalazenje iste jednadzbe preko zakona ocuvanja energije.

7 Metoda

Promatramo kuglicu koja se giba bez trenja giba unutar Supljeg valjka koji rotira. Odaberimo referentni sustav
koji rotira zajedno s valjkom (ishodiSte u centru vrtnje). U vertikalnom smjeru ponistavaju se sila teZe i reakcija
podloge pa je ukupna sila nula u vertikalnom smjeru. Na slici 7. prikazane su sile na kuglicu u horizontalnom
smjeru za razlicite slucajeve.

a) Valjak miruje.

LI 0

lo -

-
= 1

b) Valjak rotira oko baze kutnom brzinom w (kuglica se ne giba u odnosu na valjak).

[ =1

Slika 7:‘Desno su prikazane sile koje djeluju na kuglicu u razli¢itim sustavima prikazanim lijevo. Suplji valjak sa slike 1 nije prikazan.
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Na slici 7 a) kuglica se nalazi u ravnoteznom poloZaju udaljena od osi rotacije za ravnoteznu duljinu opruge
ly. Ne djeluje nikakva sila pa ukupna sila na kuglicu iznosi 0.
Na slici 7 b) kuglica se nalazi u valjku koji rotira pa i ona rotira kutnom brzinom w. Sada promatramo kuglicu
iz neinercijalnog sustava pa na kuglicu djeluje inercijalna sila, odnosno centrifugalna sila koja gura Cesticu
dalje od centra rotacije. Dodatno zbog produljenja opruge djeluje i elasti¢na sila koja vucée Cesticu prema
ravnoteznom poloZaju koji je udaljen za [, od osi rotacije. Kada se uspostavi dinamicka ravnoteza izmedu
elasti¢ne sile opruge F_ef i centrifugalne sile F_Cf), kuglica ¢e mirovati u odnosu na valjak u poloZaju [y (novi
ravnotezni polozaj). Znaci, vrijedi

Fe1 = —F¢r

k(lOR - lo) = ma)leR . (25)

Izmicanjem kuglice za d (slika 7 c) povec¢amo elasti¢nu silu pa ona vuce kuglicu prema poloZaju lyg pri ¢emu
kuglica ubrzava te zbog inercije nastavlja gibanje prema centru vrtnje, usporava i zaustavlja se na udaljenosti
d od poloZaja ravnoteze lyp, a zatim nastavlja ubrzavati prema ravnoteznom poloZaju itd. Tako nastaje

titranje kuglice oko poloZaja lyg amplitude d. Na kuglicu djeluje ukupna sila F_uk)
Fux = Ferr + Form
mad = —k(log + x — lp)T + mw?(lyg + x)1
ma = —k(log +x — lp) + mw?(lyg + x)
ma = —k(lor — lp) — kx + mw?lyg + mw?x

Prema (25) prethodna jednadzba postaje:

ma = —mw?lyz — kx + mw?ly + mw?x
ma = —(k — mw?)x
ma=—(k—mw?)x |:m
d?(log + x) k )
ez (E - )x
d?x k
_ 2
iz =) 26
Usporedbom (2) i (26) zaklju¢ujemo da je kutna frekvencija nastalih oscilacija
Q= |wf—w? ; a)z=E (27)
0 ; 0=
pa je period
T 21 21 )
=0 = 28
Q wé — w? (

8 Provjera

Dobiveni izraz za kutnu frekvenciju (27) mozemo provjeriti ako promotrimo njeno asimptotsko ponasanje
kada valjak, u kojem se nalazi tijelo na opruzi, prestaje rotirati, odnosno kada w — 0. Tada dobivamo

llm 0= (V1))
w—0

sustavu.
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9 Rezultati

za oprugu konstante elasti¢nosti k, wy = +/k/m, i kutnoj brzini rotacije valjka, w. Ovisnost je prikazana
gradijentom boja na slici 8.

TJs

v »u o u wv

w/s?!

o B N W B U
v

o/ st

Slika 8: Period prikazan u ovisnost o kutnoj frekvencija harmonijskog oscilatora wy = /k/m i kutnoj brzini rotacije sustava w.

10 Analiza i interpretacija

U neinercijalnim sustavima, ako inercijalne sile djeluju u smjeru djelovanja opruge, dolazi do promjene
ravnoteznog poloZaja tijela privezanog za oprugu pa je prvo potrebno pronaéi novi ravnotezni polozZaj.
Dodatnim izmicanjem za d iz novog ravnoteZnog poloZaja i pustanjem tijela dolazi do titranja kao Sto to
predvida dobivena diferencijalna jednadzba (26) Cije je rjeSenje

x(t) = d cos(Qt) .
Medutim, ako se s poloZajem tijela mijenja takoder i iznos inercijalne sile na tijelo, tada dolazi i do promjene
kruzne frekvencije {1 u odnosu na onu u inercijalnom sustavu wy.
Sto je wo maniji, to je period oscilacija duZi i to sve duZi i duZi §to je w veéi. Dakle, §to se valjak brie vrti, to je
duzi period oscilacija. Pove¢anjem kutne brzine, period sve brZe i brze raste (suzavaju se podrucja istih boja
kako idemo duzZ osi w) te divergira (T — o) kada w = wy.

Sto je veéa masa tijela m, to je manji w,, odnosno duZi period. Obrnuto utjece konstanta elastiénosti opruge
k, §to je veca to je vedi wg, odnosno kradéi period.
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